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Cele ksztatcenia — wymagania ogdlne

|. Sprawnos¢ rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych,
takze przy uzyciu kalkulatora, stosowanie praw
dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz wykorzystywanie tych
umiejetnosci przy rozwigzywaniu problemow

w kontekstach rzeczywistych i teoretycznych.

Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami
przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym,

a takze w formie wykreséw, diagraméw, tabel.

2. Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia
tekstéw matematycznych, w tym do opisu
prowadzonych rozumowan i uzasadniania
whnioskow, a takze do przedstawiania danych.

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych

i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych
przy rozwigzywaniu problemoéw praktycznych

i teoretycznych.

3. Tworzenie pomocniczych obiektéw
matematycznych na podstawie istniejgcych,

w celu przeprowadzenia argumentacji lub
rozwigzania problemu.

4. Wskazywanie koniecznosci lub mozliwosci
modyfikacji modelu matematycznego

w przypadkach wymagajgcych specjalnych
zastrzezen, dodatkowych zatozen,

rozwazenia szczegolnych uwarunkowan.

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentdéw
uzasadniajgcych poprawno$é rozumowania,
odrdznianie dowodu od przykfadu.

2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz
analogii, formutowanie wnioskédw na ich podstawie
i uzasadnianie ich poprawnosci.

3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia

Cele ksztatcenia — wymagania ogdlne

I. Sprawnosc¢ rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych,
takze przy uzyciu kalkulatora, stosowanie praw
dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz wykorzystywanie tych
umiejetnosci przy rozwigzywaniu probleméw

w kontekstach rzeczywistych i teoretycznych.

Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami
przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym,

a takze w formie wykreséw, diagramoéw, tabel.

2. Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia
tekstéw matematycznych, w tym do opisu
prowadzonych rozumowan i uzasadniania
whnioskow, a takze do przedstawiania danych.

Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
1. Stosowanie obiektéw matematycznych

i operowanie nimi, interpretowanie pojeé
matematycznych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych
przy rozwigzywaniu probleméw praktycznych

i teoretycznych.

3. Tworzenie pomocniczych obiektéw
matematycznych na podstawie istniejgcych, w celu
przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania
problemu.

4. Wskazywanie koniecznosci lub mozliwosci
modyfikacji modelu matematycznego

w przypadkach wymagajgcych specjalnych
zastrzezen, dodatkowych zatozen, rozwazenia
szczegblnych uwarunkowan.

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnos$é rozumowania,
odrdznianie dowodu od przyktadu.
2.Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz
analogii, formutowanie wnioskéw na ich podstawie
i uzasadnianie ich poprawnosci.

3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia




poprawnosci rozwigzywania problemow,
tworzenie ciggu argumentéw, gwarantujgcych
poprawnos$é rozwigzania i skutecznos$é

w poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

poprawnosci rozwigzywania problemow,
tworzenie ciggu argumentéw gwarantujgcych
poprawno$é rozwigzania i skutecznosc

w poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

l. Liczby rzeczywiste.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie,
mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb
rzeczywistych;

2) przeprowadza proste dowody dotyczgce
podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia nie
trudniejsze niz:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech
kolejnych liczb naturalnych,

b) dowdd wtasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez
5 daje reszte 3, to jej trzecia potega przy dzieleniu
przez 5 daje reszte 2;

3) stosuje wtasnosci pierwiastkéw dowolnego
stopnia, w tym pierwiastkéw stopnia nieparzystego
z liczb ujemnych;

4) stosuje zwigzek pierwiastkowania

z potegowaniem oraz prawa dziatan na potegach

i pierwiastkach;

5) stosuje wtasnosci monotonicznosci
potegowania, w szczegdlnosci wlasnosci:
jeSlix<yoraza>1,toa"<a’, za§gdy x<y
i0<a<l,tod">d;

6) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego,
zaznacza przedziaty na osi liczbowej;

7) stosuje interpretacje geometryczng

i algebraiczng wartosci bezwzglednej,

rozwigzuje réwnania i nieréwnosci typu:

[x+4] =5, |x=2|<3, |x+3]|24;

8) wykorzystuje wtasnosci potegowania

i pierwiastkowania w sytuacjach praktycznych,

w tym do obliczania procentéw sktadanych, zyskow
z lokat i kosztow kredytow;

9) stosuje zwigzek logarytmowania z
potegowaniem, postuguje sie wzorami na
logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm
potegi.

Zakres rozszerzony. Uczen spefnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto

l. Liczby rzeczywiste.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie,
mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb
rzeczywistych;

2) przeprowadza proste dowody dotyczgce
podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia,
np.:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech
kolejnych liczb naturalnych,

b) dowdd wtasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez
4 daje reszte 3, to nie jest kwadratem liczby
catkowitej;

3) stosuje wtasnosci pierwiastkéw dowolnego
stopnia, w tym pierwiastkéw stopnia nieparzystego
z liczb ujemnych;

4) stosuje zwigzek pierwiastkowania

z potegowaniem oraz prawa dziatan na potegach

i pierwiastkach;

5) stosuje monotonicznos¢ potegowania,

w szczegdlnosci wtasnosci:
jeSlix<yoraza>1,toa"<a’,zasgdyx<y i0O<a
<1l,tod >a"

6) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego,
zaznacza przedziaty na osi liczbowej;

7) stosuje interpretacje geometryczng

i algebraiczng wartosci bezwzglednej, rozwigzuje
réwnania typu: |[x + 4| = 5;

8) wykorzystuje wtasnosci potegowania

i pierwiastkowania w sytuacjach praktycznych,

w tym do obliczania procentéw sktadanych, zyskow
z lokat i kosztédw kredytow;

9) stosuje zwigzek logarytmowania

z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm
potegi.

Zakres rozszerzony. Uczen spefnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto




stosuje wzdr na zamiane podstawy logarytmu.

stosuje wzdr na zamiane podstawy logarytmu.

Il. Wyrazenia algebraiczne.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?
,(a=b)*,a*=b*, (a+b),
(a-b) d*-b*,a"-b";
2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej
i wielu zmiennych;
3) wyltacza poza nawias jednomian z sumy
algebraicznej;
4) rozktada wielomiany na czynniki metoda
wytaczania wspdlnego czynnika przed
nawias oraz metodg grupowania wyrazow,
w przypadkach nie trudniejszych niz rozktad
wielomianu
W(x) = 2x° = V3x* + 4x - 24/3;
5) znajduje pierwiastki catkowite wielomianu
o wspotczynnikach catkowitych;
6) dzieli wielomian jednej zmiennej W (x) przez
dwumian postacix-a;
7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;
8) dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne,
w przypadkach nie trudniejszych niz:
1 11 1 1 x+1 x-1

x+1 xx 2 etz x+l
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) znajduje pierwiastki catkowite i wymierne
wielomianu o wspdétczynnikach catkowitych;

2) stosuje podstawowe wtasnosci trojkata Pascala
oraz nastepujgce wtasnosci wspotczynnika
dwumianowego (symbolu Newtona):

H-20)=n(, )=
n n n n n

(k) - (n—k)’(k)+(k+1) - (k+1)
3) korzysta ze wzoréw na: a’+ b>, (a + b)" i
(a=b)".

Il. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?,
(a-b)?, a* - b

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej
i wielu zmiennych;

3) wytgcza poza nawias jednomian z sumy
algebraicznej;

4) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) dzieli wielomian jednej zmiennej W(x) przez
dwumian postaci x - g;

2) rozktada wielomiany na czynniki metoda
wytgczania wspdlnego czynnika przed nawias oraz
metoda grupowania wyrazéw;

3) znajduje pierwiastki catkowite wielomianu

o wspotczynnikach catkowitych;

4) stosuje podstawowe witasnosci tréjkata Pascala
oraz nastepujgce wtasnosci wspotczynnika
dwumianowego (symbolu Newtona):

B =1()=n(")=n
O=0"D O+ =G

5) korzysta ze wzordw na: a® + b, a® - b*,

a"=-b", (a+b)"i(a-b)";

6) dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne, np.:
1 11 1 1 x+1 x-1

—~ +—, +
x+1 x3'x+2 x+1

_'_+ >
X X X

I1l. Rdwnania i nieré6wnosci.

I1l. Rdwnania i nieréownosci.




Zakres podstawowy. Uczen:
1) przeksztatca rownania i nieréwnosci w sposéb
rownowazny;

2) interpretuje réwnania i nieréwnosci sprzeczne
oraz tozsamosciowe;

3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng
niewiadomg;

4) rozwigzuje rownania i nieréwnosci kwadratowe;
5) rozwigzuje rownania wielomianowe, ktdre dajg
sie doprowadzi¢ do réwnania kwadratowego,

w szczegblnosci rownania dwukwadratowe;

6) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci

W (x) = 0 dla wielomianéw

doprowadzonych do postaci iloczynowej lub takich,
ktore dajg sie doprowadzi¢ do postaci iloczynowe;j
metoda wytgczania wspdlnego czynnika przed
nawias lub metodg grupowania;

7) rozwigzuje rownania wymierne postaci

V(x)
w(x)
zapisane w postaci iloczynowej.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) rozwigzuje nieréwnosci wielomianowe typu:
Wi(x)>0,W(x)20, W(x)<0,W(x)<0dla
wielomiandéw doprowadzonych do postaci
iloczynowej lub takich, ktére dajg sie doprowadzic
do postaci iloczynowej metodg wytgczania
wspdblnego czynnika przed nawias lub metoda
grupowania;

= 0, gdzie wielomiany V (x) i W (x) s

2) rozwigzuje rownania i nieréwnosci wymierne nie
trudniejsze niz
x+1 1 2x
+ =
x(x+1) x+1" (x+D(x—-1)
3) stosuje wzory Viéte'a dla rownan
kwadratowych;
4) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci z wartoscig

bezwzgledng, o stopniu trudnosci nie wiekszym niz:

2|x+3|+3 |x-1| =13, |[x+ 2| +2| x—3]| <11;
5) analizuje réwnania i nierdwnosci liniowe

z parametrami oraz rownania i nierownosci
kwadratowe z parametrami, w szczegoélnosci
wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznosci od
parametréw, podaje warunki, przy ktérych

Zakres podstawowy. Uczen:
1) przeksztatca réwnania i nieréwnosci w sposob
rownowazny, w tym np. przeksztatca rownowaznie
rownanie
5 x+3

x+1 2x-—1
2) interpretuje rownania i nieréwnosci liniowe
sprzeczne oraz tozsamosciowe;
3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedna
niewiadomg;
4) rozwigzuje rdwnania i nierownosci kwadratowe;

5) rozwigzuje rdwnania wielomianowe postaci
W(x) = 0 dla wielomianéw doprowadzonych do
postaci iloczynowe;.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci
W(x) = 0 oraz nieréwnosci wielomianowe typu:
W(x) >0, W(x) 20, W(x) <0, W(x) <0dla
wielomiandéw doprowadzonych do postaci
iloczynowej lub takich, ktére dajg sie doprowadzic
do postaci iloczynowej metodg wytgczania
wspolnego czynnika przed nawias lub metodg
grupowania;

2) rozwigzuje rdwnania i nierownosci wymierne,
ktore dadzg sie sprowadzi¢ do rdwnania lub
nieréwnosci liniowej lub kwadratowe;j;

3) stosuje wzory Viete’a dla rownan
kwadratowych;

4) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci z wartoscig
bezwzgledng;

5) analizuje réwnania i nierdwnosci liniowe
z parametrami oraz réwnania i nierownosci
kwadratowe z parametrami, w szczegdlnosci:
wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznosci od




rozwigzania majg zgdang wtasnos$¢, i wyznacza
rozwigzania w zaleznosci od parametrow.

parametréw, podaje warunki, przy ktérych
rozwigzania majg okreslone znaki bgdz nalezg do
okreslonego przedziatu, wyznacza rozwigzania

w zaleznosci od parametrow;

6) rozwigzuje rownania wielomianowe, ktore dajg
sie doprowadzi¢ do réwnania kwadratowego,

w szczegoblnosci rdwnania dwukwadratowego;

7) rozwigzuje réwnania wymierne postaci
V(x) _ . . . .
W = 0, gdzie wielomiany V(x) i W(x)

sg zapisane w postaci iloczynowe;j.

IV. Uktady rownan.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi, podaje interpretacje geometryczna
uktaddw oznaczonych, nieoznaczonych
i sprzecznych;
2) stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan
tekstowych;
3) rozwigzuje metodg podstawiania uktady rownan,
z ktérych jedno jest liniowe,
a drugie kwadratowe, postaci

ax =by=e
{ 2 2 _ lub
x“+y‘+ex+dy=f

ax =by =e
{y =cx’+dx+f

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto
rozwigzuje uktady réwnan kwadratowych postaci
{x2+y2+cx+dy=c
x2+y’+dx+ey=f

IV. Uktady réownan.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozwigzuje ukfady réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi, podaje interpretacje geometryczna
uktadéw oznaczonych, nieoznaczonych

i sprzecznych;

2) stosuje uktady réwnan do rozwigzywania zadan
tekstowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania

okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto

rozwigzuje uktady rownan liniowych

i kwadratowych z dwiema niewiadomymi, ktére

mozna sprowadzi¢ do rownania kwadratowego lub

liniowego, a ktdre nie sg trudniejsze niz
{x2+y2+cx+dy=c

x2+y*+dxt+ey=f

V. Funkgcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) okresla funkcje jako jednoznaczne
przyporzadkowanie za pomocg opisu stownego,
tabeli, wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na
roznych przedziatach);

2) oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem
algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji
okreslonych za pomoca tabel, wykresdw, wzoréow
itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia
tego samego zrédta informacji lub kilku zrodet
jednoczesnie;

V. Funkgcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) okresla funkcje jako jednoznaczne
przyporzadkowanie za pomocg opisu stownego,
tabeli, wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na
réznych przedziatach);

2) oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem
algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkgji
okreslonych za pomoca tabel, wykreséw, wzoréw
itp., rdwniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia
tego samego zrédta informacji lub kilku Zrédet
jednoczesnie;




4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbiér
wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotoniczno$ci, przedziaty, w ktorych funkcja
przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze
i najmniejsze wartosci funkc;ji (o ile istniejg)

w danym przedziale domknietym oraz argumenty,
dla ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze sg
przez funkcje przyjmowane;

5) interpretuje wspotczynniki wystepujgce we
wzorze funkgcji liniowej;

6) wyznacza wzér funkcji liniowej na podstawie
informacji o jej wykresie lub o jej wtasnosciach;

7) szkicuje wykres funkcji kwadratowej zadane;j
wzorem;

8) interpretuje wspoétczynniki wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej,
kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na
podstawie informacji o tej funkcji lub o jej
wykresie;

10) wyznacza najwiekszg i najmniejszg wartosé
funkcji kwadratowej w przedziale domknietym;
11) wykorzystuje wtasnosci funkcji liniowej

i kwadratowe] do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych
w kontekscie praktycznym;

12) na podstawie wykresu funkcji y = f ( x) szkicuje

wykresy funkcji y=f(x—-a),y=f(x)+b,y=-f(x),

13) postuguje sie funkcja f ( x)=%, w tym jej
wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielkosciami odwrotnie
proporcjonalnymi, réwniez w zastosowaniach
praktycznych;

14) postuguje sie funkcjami wyktadnicza

i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych

z zastosowaniami praktycznymi.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) na podstawie wykresu funkcji y = f ( x) rysuje
wykres funkcjiy = |f(x)] ;

2) postuguje sie ztozeniami funkgc;ji;

3) dowodzi monotonicznosci funkcji zadane;j
wzorem, jak w przykfadzie: wykaz, ze funkcja

f(x)=%jest monotoniczna w przedziale (-c0,-2).

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbiér
wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotoniczno$ci, przedziaty, w ktorych funkcja
przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze
i najmniejsze wartosci funkcji (o ile istniejg)

w danym przedziale domknietym oraz argumenty,
dla ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze sg
przez funkcje przyjmowane;

5) interpretuje wspotczynniki wystepujgce we
wzorze funkcji liniowej;

6) wyznacza wzér funkgji liniowej na podstawie
informacji o jej wykresie lub o jej wtasnosciach;
7) szkicuje wykres funkcji kwadratowej zadane;j
wzorem;

8) interpretuje wspotczynniki wystepujgce we
wzorze funkcji kwadratowej w postaci ogdlne;j,
kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na
podstawie informacji o tej funkcji lub o jej
wykresie;

10) wyznacza najwiekszg i najmniejszg wartos$¢
funkcji kwadratowej w przedziale domknietym:;
11) wykorzystuje wiasnosci funkcji liniowej

i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych
w kontekscie praktycznym;

12) na podstawie wykresu funkcji y = f ( x) szkicuje
wykresy funkcji y=f(x-a),y=f(x)+b,

13) postuguje sie funkcja f ( x)=$, w tym jej
wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielko$ciami odwrotnie
proporcjonalnymi, réwniez w zastosowaniach
praktycznych;

14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg

i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu

i interpretacji zagadnien zwigzanych

z zastosowaniami praktycznymi.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) na podstawie wykresu funkcji y= f(x) rysuje
wykresy funkcji y = -f(x), y = f(-x);

2) postuguje sie ztozeniami funkgc;ji;

3) dowodzi monotonicznosci funkcji zadanej
wzorem, jak w przykfadzie: wykaz, ze funkcja

f(x)=§—: jest monotoniczna w przedziale (-c0,-2).

VI. Ciagi.

VI. Ciagi.




Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem
ogblnym;

2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych
rekurencyjnie, jak w przyktadach:

a, = 0,001
1
{an+1 =ap t Ean(l —ay)
a, =1
{ a, =1
(ntz = Apig t 0y

3) w prostych przypadkach bada, czy ciag jest
rosnacy, czy malejacy;

4) sprawdza, czy dany ciag jest arytmetyczny lub
geometryczny;

5) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n
poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;

6) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n
poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego;
7) wykorzystuje wtasnosci ciggéw, w tym
arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, réwniez osadzonych

w kontekscie praktycznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) oblicza granice ciggéw, korzystajac z granic
ciggow typu %, Va oraz twierdzer o granicach
sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggdw zbieznych,
a takze twierdzenia o trzech ciggach;

2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne

i oblicza ich sume.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem
0golnym;

2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych
rekurencyjnie;

3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest
rosnacy, czy malejacy;

4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub
geometryczny;

5) stosuje wzdr na n-ty wyraz i na sume n
poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;

6) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n
poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego;
7) wykorzystuje wtasnosci ciggéw, w tym
arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, réwniez osadzonych

w kontekscie praktycznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) oblicza granice ciggdw, korzystajgc z granic
ciggow typu %, Va oraz twierdzer o granicach
sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggéw zbieznych,
a takze twierdzenia o trzech ciggach;

2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne

i oblicza ich sume.

VII. Trygonometria.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus
i tangens dla katow od 0° do 180° , w szczegdlnosci
wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla
katéw 30°, 45°,60°;
2) znajduje przyblizone wartosci funkcji
trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulatora;
3) znajduje za pomocg tablic lub kalkulatora
przyblizong wartosc¢ kata, jesli dana jest
wartos¢ funkcji trygonometrycznej;
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4) korzysta z wzordéw sin” o + cos” a =1, tga=E,

5) stosuje twierdzenia sinusOw i cosinusOw oraz
. . 1 .
wzOr na pole trojkata P = >a ‘b - siny

VII. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus

i tangens dla katédw od 0° do 180°, w szczegdlnosci
wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla
katéw 30°, 45°,60°;

P .2 2 sina
2) korzysta z wzoréw sin“ a + cos” a =1, tga=E;

3) stosuje twierdzenie cosinuséw oraz wzor na pole
. 1 .
tréjkata P = >a ‘b - siny




6) oblicza katy tréjkata i dtugosci jego bokdw przy
odpowiednich danych (rozwigzuje tréjkaty).

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) stosuje miare tukowg, zamienia miare tukowa
kata na stopniowa i odwrotnie;

2) postuguje sie wykresami funkcji
trygonometrycznych: sinus, cosinus, tangens;

3) wykorzystuje okresowos¢ funkcji
trygonometrycznych;

4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji
trygonometrycznych;

5) korzysta z wzoréw na sinus, cosinus i tangens
sumy i réznicy katoéw, a takze na funkcje
trygonometryczne katéw podwojonych;

6) rozwigzuje rownania i nieréwnosci
trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
wiekszym niz w przyktadach:

4cos 2x cosS5x = 2cos 7x +1, 2sin® x<1.

4) oblicza katy trojkata prostokatnego i dtugosci
jego bokoéw przy odpowiednich danych (rozwigzuje
trojkaty prostokatne, w tym z wykorzystaniem
funkcji trygonometrycznych).

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) stosuje miare tukowg, zamienia stopnie na
radiany i odwrotnie;

2) postuguje sie wykresami funkcji
trygonometrycznych: sinus, cosinus, tangens;

3) wykorzystuje okresowos¢ funkgji
trygonometrycznych;

4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji
trygonometrycznych;

5) korzysta z wzoréw na sinus, cosinus i tangens
sumy i réznicy katéw, a takze na funkcje
trygonometryczne katéw podwojonych;

6) rozwigzuje réwnania trygonometryczne;

7) stosuje twierdzenie sinuséw;

8) oblicza katy tréjkata i dtugosci jego bokdw przy
odpowiednich danych (rozwigzuje tréjkaty).

VIII. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregéw,
dtugosci cieciw okregdw oraz odcinkéw stycznych,
w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;
2) rozpoznaje tréjkaty ostrokatne, prostokatne

i rozwartokatne przy danych dtugosciach bokéw
(m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do
twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie cosinusow);
stosuje twierdzenie: w tréjkacie naprzeciw
wiekszego kata wewnetrznego lezy dtuzszy bok;
3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich
podstawowych witasnosci;

4) korzysta z wlasnosci katow i przekatnych

w prostokgtach, rownolegtobokach, rombach

i trapezach;

5) stosuje wtasnosci katow wpisanych

i Srodkowych;

6) stosuje wzory na pole wycinka kota i dtugosé
tuku okregu;

7) stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do
twierdzenia Talesa, o dwusiecznej kata oraz o kacie
miedzy styczng a cieciwg;

8) korzysta z cech podobienstwa tréjkatow;

9) wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz
miedzy polami figur podobnych;

VIII. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregéw,
dtugosci cieciw okregdw oraz odcinkdw stycznych,
w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;
2) rozpoznaje tréjkaty ostrokatne, prostokatne

i rozwartokatne przy danych dtugosciach bokow
(m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do
twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie cosinusow);
stosuje twierdzenie: w tréjkacie naprzeciw
wiekszego kata wewnetrznego lezy dtuzszy bok;
3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich
podstawowych witasnosci;

4) korzysta z wtasnosci kagtéw i przekatnych

w prostokgtach, rownolegtobokach, rombach

i trapezach;

5) stosuje wtasnosci katow wpisanych

i sSrodkowych;

6) stosuje wzory na pole wycinka kota i dtugosé
tuku okregu;

7) stosuje twierdzenie Talesa;

8) korzysta z cech podobienstwa tréjkatéw;
9) wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz




10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne

w trojkacie: srodek okregu wpisanego w trojkat,
srodek okregu opisanego na tréjkacie,
ortocentrum, $rodek ciezkosci oraz korzysta z ich
witasnosci;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do
wyznaczania dfugosci odcinkdéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pdl figur;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto
stosuje wtasnosci czworokatéw wpisanych w okrag
i opisanych na okregu.

miedzy polami figur podobnych;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne

w trojkacie: srodek okregu wpisanego w tréjkat,
srodek okregu opisanego na tréjkacie,
ortocentrum, $rodek ciezkosci oraz korzysta z ich
witasnosci;

11) przeprowadza dowody geometryczne;

12) stosuje funkcje trygonometryczne do
wyznaczania dfugosci odcinkdéw w figurach ptaskich
oraz obliczania pdl figur.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto
1) stosuje wtasnosci czworokatéw wpisanych

w okrag i opisanych na okregu;

2) stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Talesa.

IX. Geometria analityczna na ptaszczyinie
kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na
ptaszczyznie na podstawie ich réwnan, w tym
znajduje wspolny punkt dwdch prostych, jesli taki
istnieje;

2) postuguje sie réwnaniami prostych na
ptaszczyzinie, w postaci kierunkowej i ogdlnej,

w tym wyznacza réwnanie prostej o zadanych
wtasnosciach (takich jak na przyktad przechodzenie
przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik
kierunkowy, rownolegtosé lub prostopadtos¢ do
innej prostej, stycznos¢ do okregu);

3) oblicza odlegtosé¢ dwdch punktéw w uktadzie
wspotrzednych;

4) postuguje sie rownaniem okregu
(x-a)’+(y-b)’=r*;

5) oblicza odlegtos¢ punktu od prostej;

6) znajduje punkty wspdlne prostej i okregu oraz
prostej i paraboli bedgcej wykresem funkcji
kwadratowej;

7) wyznacza obrazy okregow i wielokgtow

w symetriach osiowych wzgledem osi uktadu
wspotrzednych, symetrii Srodkowej

(o sSrodku w poczatku uktadu wspoétrzednych).
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) stosuje réwnanie okregu w postaci ogdlnej;

2) znajduje punkty wspdlne dwdch okregow;

3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspétrzedne

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie
kartezjanskiej.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na
ptaszczyznie na podstawie ich rdwnan, w tym
znajduje wspdlny punkt dwdch prostych, jesli taki
istnieje;

2) postuguje sie réwnaniami prostych na
ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogdlnej,

w tym wyznacza rownanie prostej o zadanych
wtasnosciach (takich, jak np. przechodzenie przez
dwa dane punkty, znany wspdétczynnik kierunkowy,
rownolegtos¢ do innej prostej);

3) oblicza odlegtos¢ dwdch punktdw w uktadzie
wspotrzednych;

4) postuguje sie rownaniem okregu
(x-a)’+(y-b)’=r;

5) wyznacza obrazy okregdw i wielokgtéw

w symetriach osiowych wzgledem osi uktadu
wspotrzednych, symetrii Srodkowej

(o srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych).
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) znajduje punkty wspdlne prostej i okregu;

2) znajduje punkty wspdlne dwéch okregow;

3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspdtrzedne




oraz dtugos¢, dodaje wektory i mnozy wektor przez
liczbe, oba te dziatania wykonuje zaréwno
analitycznie, jak i geometrycznie.

oraz dtugos¢, dodaje wektory i mnozy wektor przez
liczbe, oba te dziatania wykonuje zaréwno
analitycznie, jak i geometrycznie;

4) wyznacza réwnanie prostej prostopadtej do
zadanej prostej i prostej stycznej do zadanego
okregu.

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych

w przestrzeni, w szczegdlnosci proste prostopadte
nieprzecinajace sie;

2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prosta

a ptaszczyzng oraz pojeciem kata dwusciennego
miedzy potptaszczyznami;

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach
katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy
$cianami, oblicza miary tych katéw;

4) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy
odcinkami oraz kat miedzy odcinkami

i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat
miedzy tworzacg a podstawg), oblicza miary tych
katéw;

5) okresla, jaka figura jest dany przekrdj
prostopadtoscianu ptaszczyzng;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni
graniastostupoéw, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i
poznanych twierdzen;

7) wykorzystuje zaleznos¢ miedzy objetosciami bryt
podobnych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) zna i stosuje twierdzenie o prostej prostopadtej
do ptaszczyzny i o trzech prostopadtych;

2) wyznacza przekroje szescianu i ostrostupéw
prawidtowych oraz oblicza ich pola, takze

z wykorzystaniem trygonometrii.

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych

w przestrzeni, w szczegdlnosci proste prostopadte
nieprzecinajgce sie;

2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prosta

a ptaszczyzng oraz pojeciem kata dwusciennego
miedzy potptaszczyznami;

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach
katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy
$cianami, oblicza miary tych katéw;

4) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy
odcinkami oraz kat miedzy odcinkami

i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat
miedzy tworzacg a podstawg), oblicza miary tych
katow;

5) oblicza objetosci i pola powierzchni
graniastostupow, ostrostupdw, walca, stozka i kuli,
réowniez z wykorzystaniem trygonometrii;

6) wykorzystuje zaleznos¢ miedzy objetosciami bryt
podobnych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) zna i stosuje twierdzenie o prostej prostopadtej
do ptaszczyzny i o trzech prostopadtych;

2) wyznacza przekroje szescianu i ostrostupéw
prawidtowych oraz oblicza ich pola, takze

z wykorzystaniem trygonometrii.

XI. Kombinatoryka.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach
kombinatorycznych;

2) zlicza obiekty, stosujac reguty mnozenia

i dodawania (takze tacznie) dla dowolnej

liczby czynnosci w sytuacjach nie trudniejszych niz:
a) obliczenie, ile jest czterocyfrowych nieparzystych
liczb catkowitych dodatnich takich, ze w ich zapisie

XI. Kombinatoryka.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach
kombinatorycznych;

2) zlicza obiekty, stosujac reguty mnozenia

i dodawania (takze tacznie) dla dowolnej liczby
czynnosci, np.:

a) obliczenie, ile jest czterocyfrowych nieparzystych
liczb catkowitych dodatnich takich, ze w ich zapisie




dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra 1

i doktadnie jedna cyfra 2,

b) obliczenie, ile jest czterocyfrowych parzystych
liczb catkowitych dodatnich takich, ze w ich zapisie
dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra O

i doktadnie jedna cyfra 1.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych
okreslone kryteria, z wykorzystaniem reguty
mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzoréow
na liczbe: permutacji, kombinacji i wariacji, rowniez
w przypadkach wymagajgcych rozwazenia
ztozonego modelu zliczania elementéw;

2) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol
Newtona) i jego wiasnosci przy rozwigzywaniu
probleméw kombinatorycznych.

dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra 1

i doktadnie jedna cyfra 2,

b) obliczenie, ile jest czterocyfrowych parzystych
liczb catkowitych dodatnich takich, ze w ich zapisie
dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra O

i doktadnie jedna cyfra 1.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych
okreslone kryteria, z wykorzystaniem reguty
mnozenia i dodawania (takze facznie) oraz wzoréw
na liczbe: permutacji, kombinacji i wariacji;

2) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol
Newtona) i jego wtasnosci przy rozwigzywaniu
problemdéw kombinatorycznych.

XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza prawdopodobieristwo w modelu
klasycznym;

2) stosuje skale centylowg;

3) oblicza $rednig arytmetyczng i $rednig wazong,
znajduje mediane i dominante;

4) oblicza odchylenie standardowe zestawu danych
(takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych), interpretuje ten parametr dla
danych empirycznych;

5) oblicza wartos¢ oczekiwang, np. przy ustalaniu
wysokosci wygranej w prostych grach losowych

i loteriach.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) oblicza prawdopodobieristwo warunkowe

i stosuje wzor Bayesa, stosuje twierdzenie

o prawdopodobienstwie catkowitym;

2) stosuje schemat Bernoulliego.

XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu
klasycznym;

2) oblicza $rednig arytmetyczng i srednig wazong,
znajduje mediane i dominante.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe

i stosuje wzoér Bayesa, stosuje twierdzenie

o prawdopodobienstwie catkowitym;

2) stosuje schemat Bernoullego.

XIll. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.
Zakres podstawowy. Uczen rozwigzuje zadania
optymalizacyjne w sytuacjach dajgcych sie opisac
funkcja kwadratowsa.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);
2) stosuje wtasnos¢ Darboux do uzasadniania
istnienia miejsca zerowego funkcji i znajdowania

Xlll. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.
Zakres podstawowy. Uczen rozwigzuje zadania
optymalizacyjne w sytuacjach dajgcych sie opisac
funkcja kwadratowa.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);
2) stosuje wtasnos$¢ Darboux do uzasadniania
istnienia miejsca zerowego funkcji;




przyblizonej wartosci miejsca zerowego;

3) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje
interpretacje geometryczng i fizyczng pochodnej;
4) oblicza pochodng funkcji potegowej

o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajac z twierdzen o pochodnej sumy,
réznicy, iloczynu, ilorazu i funkcji ztozonej;

5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci
funkcji;

6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne

z zastosowaniem pochodnej.

3) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje
interpretacje geometryczng i fizyczng pochodne;j;
4) oblicza pochodng funkcji potegowej

o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajac z twierdzen o pochodnej sumy, rdznicy,
iloczynu, ilorazu i funkcji ztozonej;

5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci
funkcji;

6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne

z zastosowaniem pochodnej.

Warunki i sposob realizacji

Korelacja.

Ze wzgledu na uzytecznos¢ matematyki i jej
zastosowania w szkolnym nauczaniu fizyki,
informatyki, geografii i chemii zaleca sie
zrealizowad tresci nauczania okre$lone w dziatach:
| pkt 9 (logarytmy) i w miare mozliwosci V pkt 14,
V pkt 1 (pojecie funkcji) i V pkt 5 (funkcje liniowe)
w pierwszym potroczu klasy pierwszej, zas tresci
nauczania okreslone w dziatach: V pkt 11 (funkcje
kwadratowe) i V pkt 13 (proporcjonalnos¢
odwrotna) nie pdzniej niz do konca klasy pierwsze;.
Tresci nauczania okreslone w dziale VI pkt 2
(obliczanie poczatkowych wyrazéw ciggéw
okreslonych rekurencyjnie) mozna realizowad

w korelacji z analogicznym zagadnieniem podstawy
programowej z informatyki.

1. Korelacja.

Ze wzgledu na uzytecznos¢ matematyki i jej
zastosowania w szkolnym nauczaniu fizyki,
informatyki, geografii i chemii zaleca sie
zrealizowac tresci nauczania okreslone w dziatach:
| pkt 9 (logarytmy) i w miare mozliwosci V pkt 14,
V pkt 1 (pojecie funkcji) i V pkt 5 (funkcje liniowe)
w pierwszym potroczu klasy |, zas tresci nauczania
okreslone w dziatach: V pkt 11 (funkcje
kwadratowe) i V pkt 13 (proporcjonalnosc
odwrotna) nie pdzniej niz do korica klasy I. Tresci
nauczania okreslone w dziale VI pkt 2 (obliczanie
poczatkowych wyrazéw ciggdw okreslonych
rekurencyjnie) mozna realizowac¢ w korelacji

z analogicznym zagadnieniem podstawy
programowej z informatyki.

Oznaczenia.

Uczniowie powinni uzywac powszechnie przyjetego
oznaczenia zbioréw liczbowych, a w szczegdlnosci:
dla liczb catkowitych symbolu Z, dla liczb
wymiernych — Q, dla liczb rzeczywistych — R.

2. Oznaczenia.

Uczniowie powinni uzywaé powszechnie przyjetego
oznaczenia zbioréw liczbowych, a w szczegélnosci:
dla liczb naturalnych symbolu N, dla liczb
catkowitych symbolu Z, dla liczb wymiernych
symbolu Q, dla liczb rzeczywistych symbolu R.

Przedziaty.

Uczen powinien wykorzystywaé przedziaty do opisu
zbioru rozwigzan nieréwnosci.

Najwazniejsza w odpowiedzi jest jej poprawnosc.
Na przyktad rozwigzanie

nieréwnosci x* - 9x + 20 > 0 moze by¢ zapisane na
kazdy z ponizszych sposobdw:

—rozwigzaniem nierdwnosci moze by¢ kazda liczba
x, ktéra jest mniejsza od 4 lub wieksza od 5;
—rozwigzaniami sg wszystkie liczby x mniejsze od 4
i wszystkie liczby xx wieksze od 5;

—x<4|ub x>5;

— XE(-00, 4) lub xE€(5,+0) ;

3. Przedziaty.

Uczen powinien wykorzystywac przedziaty do opisu
zbioru rozwigzan nieréwnosci.

Najwazniejsza w odpowiedzi jest jej poprawnosé.
Na przyktad rozwigzanie nieréwnosci

x* - 9x + 20 > 0 moze by¢ zapisane na kazdy

z ponizszych sposobow:

1) rozwigzaniem nieréwnosci moze by¢ kazda
liczba x, ktéra jest mniejsza od 4 lub wieksza od 5;
2) rozwigzaniami sg wszystkie liczby x, mniejsze od
4 i wszystkie liczby x wieksze od 5;

3) x<4lubx>5;

4) x € (-0, 4) lub x € (5,+ );




— XE(-00,4)U(5,+00) .

5) x € (-0, 4) U (5, +0).

Zastosowania logarytmow.

Przy nauczaniu logarytmoéw warto podkresli¢ ich
zastosowania w wyjasnianiu zjawisk
przyrodniczych, ktérych przebieg opisuje funkcja
logarytmiczna. Procesy takie zachodza, gdy

w przedziale czasowym pewna wielko$¢ zawsze
ro$nie (lub maleje) ze statg krotnoscig. Ponizsze
przyktadowe zadania ilustrujg zastosowania
logarytmu.

Z1. Skala Richtera stuzy do okreslenia sity trzesien

- . . A .
ziemi. Sita ta opisana jest wzorem R =log " gdzie
0

A oznacza amplitude trzesienia wyrazong w
centymetrach, A =10* cm jest statg, nazywang
amplitudg wzorcowa. 25 kwietnia 2015 r. w Nepalu
miato miejsce trzesienie ziemi o sile 7,8 w skali
Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia ziemi.
Z2. Chory przyjat dawke 100 mg leku. Mase tego
leku pozostata w organizmie po czasie t okresla
zalezno$¢ M (t ) = a -b" . Po pieciu godzinach
organizm usuwa 30% leku. Oblicz, ile leku
pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby.
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Przy nauczaniu logarytmoéw warto podkreslié ich
zastosowania w wyjasnianiu zjawisk
przyrodniczych, ktérych przebieg opisuje funkcja
logarytmiczna. Procesy takie zachodza, gdy

w przedziale czasowym pewna wielko$¢ zawsze
ro$nie (lub maleje) ze statg krotnoscig. Ponizsze
przyktadowe zadania ilustrujg zastosowania
logarytmu.

Z1. Skala Richtera stuzy do okreslenia sity trzesien

e . . A .
ziemi. Sita ta jest opisana wzorem R =log o gdzie
0

A oznacza amplitude trzesienia wyrazong w
centymetrach, Aq =10" cm jest statg, nazywang
amplitudg wzorcowa. 25 kwietnia 2015 r. w Nepalu
miato miejsce trzesienie ziemi o sile 7,8 w skali
Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia ziemi.
Z2. Chory przyjat dawke 100 mg leku. Mase tego
leku pozostata w organizmie po czasie t okresla
zalezno$¢é M (t) =a - b". Po pieciu godzinach
organizm usuwa 30 % leku. Oblicz, ile leku
pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby.

Postac kanoniczna.

Przy omawianiu funkcji kwadratowej podkreslaé
nalezy znaczenie postaci kanonicznej i
wynikajgcych z tej postaci wtasnosci. Warto zwrdcic¢
uwage, ze wzory na pierwiastki tréojmianu
kwadratowego oraz na wspotrzedne wierzchotka
paraboli sg jedynie wnioskami z postaci
kanonicznej. Wiele zagadnien zwigzanych z funkcja
kwadratowa daje sie rozwigzac bezposrednio z tej
postaci, bez mechanicznego stosowania wzordw.
W szczegdlnosci postaé kanoniczna pozwala
znajdowac najmniejszg lub najwiekszg wartosé
funkcji kwadratowej, a takze o$ symetrii jej
wykresu.

7. Postac¢ kanoniczna.

Przy omawianiu funkcji kwadratowej nalezy
podkresla¢ znaczenie postaci kanonicznej

i wynikajacych z tej postaci wtasnosci. Warto
zwréci¢ uwage, ze wzory na pierwiastki trojmianu
kwadratowego oraz na wspodtrzedne wierzchotka
paraboli, a takze pojecie i wtasnosci wyrdznika sg
jedynie wnioskami z postaci kanonicznej. Wiele
zagadnien zwigzanych z funkcjg kwadratowg daje
sie rozwigzac¢ bezposrednio z tej postaci, bez
mechanicznego stosowania wzordéw.

W szczegdlnosci postac kanoniczna pozwala
znajdowac najmniejszg lub najwiekszg wartos¢
funkcji kwadratowej, a takze os$ symetrii jej
wykresu.

ZtoZenia funkcji i funkcje odwrotne. Definicja
funkcji ztozonej pojawia sie dopiero w zakresie
rozszerzonym, ale juz w zakresie podstawowym
oczekuje sie od ucznia umiejetnosci operowania
rownoczesnie danymi zaczerpnietymi z kilku
zrodet. Nie wymaga to jednak formalnego
wprowadzenia operacji ztozenia czy odwracania
funkciji.

8. Ztozenia funkcji i funkcje odwrotne.

Definicja funkcji ztozonej pojawia sie dopiero

w zakresie rozszerzonym, ale juz w zakresie
podstawowym oczekuje sie od ucznia umiejetnosci
operowania réwnoczes$nie danymi zaczerpnietymi
z kilku zZrédet. Nie wymaga to jednak formalnego
wprowadzenia operacji ztozenia czy odwracania
funkgji.

Przeksztatfcenia rownowazne.
W trakcie rozwigzywania réwnan i nierdwnosci

6. Przeksztatcenia réwnowazne.
W trakcie rozwigzywania réwnan i nierdwnosci




nalezy zwracac uwage, ze obok metody
przeksztatcern rownowaznych mozna stosowad
metode wnioskowania (metoda analizy
starozytnych). Po wyznaczeniu potencjalnego
zbioru rozwigzan nastepuje sprawdzenie, ktére

z wyznaczonych wartosci istotnie sg rozwigzaniami.
W wielu sytuacjach nie warto domagac sie
przeksztatcen réwnowaznych, gdy metoda
whnioskowania prowadzi do szybkich rezultatéw.
Ponadto uczniowie powinni wiedzie¢, ze
uprawniong metodg dowodzenia jest réwnowazne
przeksztatcanie tezy.

nalezy zwracac uwage, ze obok metody
przeksztatcen rownowaznych mozna stosowacd
metode wnioskowania (metoda analizy
starozytnych). Po wyznaczeniu potencjalnego
zbioru rozwigzan nastepuje sprawdzenie, ktore

z wyznaczonych wartosci istotnie sg rozwigzaniami.
W wielu sytuacjach nie warto domagac sie
przeksztatcen réwnowaznych, gdy metoda
whioskowania prowadzi do szybkich rezultatéw.
Ponadto uczniowie powinni wiedzie¢, ze
uprawniong metoda dowodzenia jest réwnowazne
przeksztatcanie tezy.

Zastosowania algebry.

Warunkiem powodzenia procesu nauczania
matematyki jest sprawne postugiwanie sie
wyrazeniami algebraicznymi. Metody algebraiczne
czesto dajg sie stosowac w sytuacjach
geometrycznych i na odwrét —ilustracja
geometryczna pozwala lepiej zrozumieé
zagadnienia algebraiczne.

5. Zastosowanie algebry.

Warunkiem powodzenia procesu nauczania
matematyki jest sprawne postugiwanie sie
wyrazeniami algebraicznymi. Metody algebraiczne
czesto dajg sie stosowac w sytuacjach
geometrycznych i na odwrét ilustracja
geometryczna pozwala lepiej zrozumieé
zagadnienia algebraiczne.

Ciggi.

Zagadnienie to nalezy omawiacd tak, by uczniowie
zdali sobie sprawe, ze poza ciggami
arytmetycznymi i geometrycznymi istniejg tez inne.
Podobnie nalezy podkresli¢, ze poza ciggami
niemalejgcymi, rosngcymi, nierosngcymi,
malejgcymi i statymi istniejg tez takie, ktdre nie sg
monotoniczne. Warto zwrdci¢ uwage ucznidw, ze
niektore ciagi opisujg dynamike procesow
wystepujgcych w przyrodzie badz spoteczenstwie.
Przyktadowo podany w dziale VI pkt 2 lit. a cigg
opisuje szybkos¢ rozprzestrzeniania sie plotki
(liczba a, podaje, ile 0séb o plotce styszato).
Podobny model moze by¢ uzyty do opisu
rozprzestrzeniania sie epidemii.

9. Ciagi.

Zagadnienie to nalezy omawia¢ tak, aby uczniowie
zdali sobie sprawe, ze poza ciggami
arytmetycznymi i geometrycznymi istniejg tez inne.
Podobnie nalezy podkresli¢, ze poza ciggami
niemalejgcymi, rosngcymi, nierosngcymi,
malejgcymi i statymi istniejg tez takie, ktore nie sg
monotoniczne. Warto zwrdci¢ uwage uczniow, ze
niektodre ciggi opisujg dynamike procesow
wystepujacych w przyrodzie badz spoteczenistwie,
np. szybkos$¢ rozprzestrzeniania sie plotki (liczba a,,
podaje, ile 0sdb o plotce styszato).

Granica ciggu.

Przed sformutowaniem definicji granicy ciggu
warto zadawad uczniom pytania w rodzaju: czy
istnieje taka liczba naturalna k, ze dla kazdej liczby
naturalnej n wiekszej od k zachodzi nieréwnos¢

1 n 2 ?

3 " 2n+1 3

Twierdzenie o trzech ciggach takze wspiera
budowanie intuicji granicy ciggu. Obliczanie granic
ciggow warto poprzedzi¢ wykorzystaniem
programow komputerowych do rysowania
wykresow ciggow. Doktadniejsze obliczenia utatwig
w odpowiednio dobranych przyktadach

10. Granica ciggu.

Przed sformutowaniem definicji granicy ciggu
warto zadawacd uczniom pytania w rodzaju: czy
istnieje taka liczba naturalna k, ze dla kazdej liczby

naturalnej n wiekszej od k zachodzi nierdwnosé
1 n 2

3 " 2n+1 3
Twierdzenie o trzech ciggach wspiera takze

budowanie intuicji granicy ciggu. Obliczanie granic
ciggdw warto poprzedzi¢ wykorzystaniem
programow komputerowych do rysowania
wykresow ciggow. Doktadniejsze obliczenia utatwig
w odpowiednio dobranych przyktadach




formutowanie hipotez na temat istnienia wartosci
granicy ciggu.

formutowanie hipotez na temat istnienia wartosci
granicy ciggu.

Planimetria.

Rozwigzywanie klasycznych probleméw
geometrycznych jest skutecznym sposobem
ksztattowania Swiadomosci matematyczne;j.
Uczniowie, ktérzy rozwigzujg zadania
konstrukcyjne, nabywajg przez to wprawy

W rozwigzywaniu zadan geometrycznych réznego
typu, na przyktad uczen z tatwoscig przyswoi
wtasnosci okregéw wpisanych w tréjkat czy
czworokat, jesli potrafi skonstruowac te figury.
Nauczanie konstrukcji geometrycznych mozna
przeprowadzaé w sposob klasyczny, za pomoca
linijki i cyrkla, mozna tez uzywaé specjalistycznych
programow komputerowych, takich jak np.
GeoGebra.

11. Funkcje trygonometryczne.

Funkcje trygonometryczne, oprocz szerokich
zastosowan w fizyce, stuzg do opisu zwigzkdéw
miarowych w figurach ptaskich oraz brytach

(np. twierdzenie sinuséw i twierdzenie cosinuséw).
W wielu sytuacjach dla danego argumentu nie sg
potrzebne doktadne wartosci tych funkcji, tylko ich
przyblizenia. Uczniowie powinni umiec¢ korzystaé

z tablic matematycznych jak i kalkulatora w dwdch
celach: wyznaczania przyblizonych wartosci funkgji
trygonometrycznych danego kata oraz okreslenia
kata, dla ktérego funkcja trygonometryczna osigga
okreslong wartosc.

12. Planimetria.

Rozwigzywanie klasycznych problemoéw
geometrycznych jest skutecznym sposobem
ksztattowania $wiadomosci matematyczne;j.
Uczniowie, ktérzy rozwigzujg zadania
konstrukcyjne, nabywajg przez to wprawy

W rozwigzywaniu zadan geometrycznych réznego
typu, np. uczen z fatwoscig przyswoi wtasnosci
okregdéw wpisanych w tréjkat czy czworokat, jesli
potrafi skonstruowac te figury. Nauczanie
konstrukcji geometrycznych mozna przeprowadzac
w sposob klasyczny, za pomoca linijki i cyrkla,
mozna tez uzywac specjalistycznych programow
komputerowych, takich jak np. GeoGebra.

Dwumian Newtona.

Wazne jest, zeby przy okazji nauczania wzoru na
(a + b)" podkresli¢ znaczenie wspétczynnika
dwumianowego (symbolu Newtona) (Z)

w kombinatoryce. Warto go réwniez zapisywac
nn+1)..(n—-k+2)(n—-k+1)
1-2..-(k=1)k
formie jest bardziej widoczna jego interpretacja

i tatwiej obliczy¢ jego wartos$¢ dla matych k.

w postaci (Z) = , gdyz w tej

13. Dwumian Newtona.

Wazne jest, zeby przy okazji nauczania wzoru na
(a + b)" podkresli¢ znaczenie wspétczynnika
dwumianowego (symbolu Newtona) (Z)

w kombinatoryce. Warto go réwniez zapisywac
nn+1)..(n—-k+2)(n—-k+1)
1-2..-(k—=1)k
formie jest bardziej widoczna jego interpretacja
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Rachunek prawdopodobienstwa.

Uczniowie w przysztosci bedg mieli do czynienia
z zagadnieniami powigzanymi z losowoscig, ktére
wystepujg w rédznych dziedzinach zycia i nauki,
na przyktad: przy analizie sondazy, zagadnien

z zakresu ekonomii i badaniach rynkow

14. Rachunek prawdopodobienstwa.

Uczniowie w przysztosci bedg mieli do czynienia
z zagadnieniami powigzanymi z losowoscig, ktére
wystepujg w réznych dziedzinach zycia i nauki,
np. przy analizie sondazy, zagadnien z zakresu
ekonomii i badaniach rynkéw finansowych lub




finansowych lub w naukach przyrodniczych

i spotecznych. Warto wspomniec¢ o paradoksach
rachunku prawdopodobienstwa, ktére pokazujg
typowe btedy w rozumowaniu i omowic

niektore z nich. Warto tez przeprowadzaé

z uczniami eksperymenty, np. eksperyment,

w ktérym uczniowie zapisujg dtugi ciag ortow

i reszek bez losowania, a nastepnie zapisujg cigg
ortéw i reszek powstaty w wyniku losowych rzutéw
monetg. Btedne intuicje na temat losowosci
podpowiadajg zwykle, ze nie powinny pojawiac sie
dtugie sekwencje ortow (albo reszek), podczas
kiedy w rzeczywistosci takie dfugie sekwencje
ortéw (lub reszek) wystepuja.

Omawianie w zakresie podstawowym wartosci
oczekiwanej nie wymaga wprowadzania pojecia
zmiennej losowej. Wskazane jest raczej
postugiwanie sie intuicyjnym rozumieniem wartosci
oczekiwanej zysku czy ustalanie liczby obiektow
spetniajacych okreslone wtasnosci. W ten sposdb
uczen ma mozliwos¢ dostrzezenia zwigzkéw
prawdopodobienstwa z zyciem codziennym, ma
takze szanse ksztattowania umiejetnosci unikania
zachowan ryzykownych, np. przy decyzjach
finansowych.

W zakresie rozszerzonym wazne jest
uswiadomienie uczniom, ze rachunek
prawdopodobieristwa nie ogranicza sie jedynie do
schematu klasycznego i uzywanej tam
kombinatoryki. Dobrg ilustracjg sg przyktady
zastosowania schematu Bernoulliego dla duzej
liczby préb.

w naukach przyrodniczych i spotecznych. Warto
wspomniec¢ o paradoksach rachunku
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uczniowie zapisujg dtugi cigg ortéw i reszek bez
losowania, a nastepnie zapisujg cigg ortéw i reszek
powstaty w wyniku losowych rzutéw moneta.
Btedne intuicje na temat losowosci podpowiadajg
zwykle, ze nie powinny pojawiac sie dtugie
sekwencje ortéw (albo reszek), podczas gdy

w rzeczywistosci takie dtugie sekwencje ortéw
(lub reszek) wystepuja.

W zakresie rozszerzonym jest wazne
uswiadomienie uczniom, ze rachunek
prawdopodobienistwa nie ogranicza sie jedynie do
schematu klasycznego i uzywanej tam
kombinatoryki. Dobrg ilustracjg sg przyktady
zastosowania schematu Bernoullego dla duzej
liczby préb.

Pochodne.

Postugiwanie sie pojeciem granicy ilorazu
réoznicowego konieczne do zrozumienia

pojecia pochodnej wymaga duzych mozliwosci
poznawczych. Dlatego tez pochodne nalezy
wprowadzaé w pierwszej kolejnosci intuicyjnie,
postugujac sie interpretacjg fizyczng (predkos¢
chwilowa, natezenie pradu) oraz geometryczng
(styczna, nachylenie wykresu).

Podstawowym zastosowaniem definicji pochodnej
moze by¢ wyprowadzenie wzoru na pochodng
jednomianu i pochodng sumy, iloczynu i ztozenia
funkcji (gdy funkcja wewnetrzna jest
réznowartosciowa). Uczniowie powinni tez poznac
twierdzenie mdéwiace, ze funkcja ciagta na

15. Pochodne.

Postugiwanie sie pojeciem granicy ilorazu
réoznicowego konieczne do zrozumienia pojecia
pochodnej wymaga duzych mozliwosci
poznawczych. Dlatego tez pochodne nalezy
wprowadzaé w pierwszej kolejnosci intuicyjnie,
postugujac sie interpretacjg fizyczng (predkosé
chwilowa, natezenie pragdu) oraz geometryczng
(styczna, nachylenie wykresu). Podstawowym
zastosowaniem definicji pochodnej moze by¢
wyprowadzenie wzoru na pochodng jednomianu
i pochodng sumy, iloczynu i ztozenia funkcji

(gdy funkcja wewnetrzna jest réznowartosciowa).
Uczniowie powinni tez poznac twierdzenie
mowigce, ze funkcja ciggta na przedziale i




przedziale i rézniczkowalna wewnatrz tego
przedziatu jest niemalejgca wtedy i tylko wtedy,
gdy jej pochodna jest nieujemna.

rézniczkowalna wewnatrz tego przedziatu jest
niemalejgca wtedy i tylko wtedy, gdy jej
pochodna jest nieujemna.

Dowody.

Samodzielne przeprowadzanie dowodow przez
ucznidow rozwija takie umiejetnosci, jak: logiczne
myslenie, precyzyjne wyrazanie mysli i zdolnos¢
rozwigzywania ztozonych problemoéw. Dowodzenie
pozwala doskonali¢ umiejetnosc dobierania
trafnych argumentdw i konstruowania poprawnych
rozumowan. Jedng z metod rozwijania
umiejetnosci dowodzenia jest analizowanie
dowoddéw poznawanych twierdzen. Mozna uczy¢
w ten sposdb, jak powinien wyglgdac witasciwie
przeprowadzony dowdd. Umiejetnos¢
formutowania poprawnych rozumowan

i uzasadnien jest wazna réwniez poza matematyka.
Ponizej znajduje sie lista twierdzen, ktérych
dowody powinien uczen poznad.

16. Dowody.

Samodzielne przeprowadzanie dowodow przez
ucznidow rozwija takie umiejetnosci, jak: logiczne
myslenie, precyzyjne wyrazanie mysli i zdolnos¢
rozwigzywania ztozonych probleméw. Dowodzenie
pozwala doskonali¢ umiejetnosc dobierania
trafnych argumentdw i konstruowania poprawnych
rozumowan. Jedng z metod rozwijania
umiejetnosci dowodzenia jest analizowanie
dowoddéw poznawanych twierdzen. Mozna uczy¢
w ten sposéb, jak powinien wyglgdac witasciwie
przeprowadzony dowdd. Umiejetnos¢
formutowania poprawnych rozumowan

i uzasadnien jest wazna réwniez poza matematyka.
Na poziomie rozszerzonym jezyk matematyczny
powinien osiggna¢ wyzszy stopien sformalizowania.
Uczen powinien poznaé dowody nastepujgcych
twierdzen.

Twierdzenia, dowody — zakres podstawowy

1. Istnienie nieskoniczenie wielu liczb pierwszych.
2. Niewymiernos¢ liczb: V2, itp.

3. Wzory na pierwiastki tréjmianu kwadratowego.
4. Podstawowe witasnosci poteg (o wyktadnikach
catkowitych i wymiernych) i logarytmow.

5. Twierdzenie o dzieleniu z resztg wielomianu
przez dwumian postaci x — a wraz ze wzorami
rekurencyjnymi na wspétczynniki ilorazu i reszte
(algorytm Hornera) — dowdd mozna przeprowadzié
w szczegdlnym przypadku, np. dla wielomianu
czwartego stopnia.

6. Wzory na n-ty wyraz i sume n poczatkowych
wyrazéw ciggu arytmetycznego i geometrycznego.
7. Twierdzenie o katach w okregu:

1) kat wpisany jest potowg kata sSrodkowego
opartego na tym samym tuku;

2) jezeli dwa katy sg wpisane w ten sam okrag, to
sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sg oparte na
rownych tukach.

8. Twierdzenie o odcinkach w trdojkacie
prostokatnym. Jesli odcinek CD jest wysokoscig
tréjkata prostokatnego ABC o kacie prostym

|AD| - |BD| = |CD|% |AC|?= |AB| - |AD| oraz
|BC|* = |AB| - |BDI;

9. Twierdzenie o dwusiecznej. Jesli prosta CD jest

Twierdzenia, dowody — zakres podstawowy:

1) Istnienie nieskonczenie wielu liczb pierwszych;
2) Niewymiernos¢ liczb: \/2log, 5, itp.;

3) Wzory na pierwiastki tréjmianu kwadratowego;
4) Podstawowe wtasnosci poteg (o wyktadnikach
catkowitych i wymiernych) i logarytmoéw;

5) Wzory na n-ty wyraz i sume n poczgtkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego i geometrycznego;
6) Twierdzenie o katach w okregu:

a) kat wpisany jest potowg kata srodkowego
opartego na tym samym tuku,

b) jezeli dwa katy sg wpisane w ten sam okrag, to
sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sg oparte na
rownych tukach;

7) Twierdzenie o odcinkach w trdjkacie
prostokatnym. Jesli odcinek CD jest wysokoscig
tréjkata prostokatnego ABC o kacie prostym ACB,
to |AD| - |BD| = |cD|? |AC|? = |AB| - |AD| oraz
|BC|* = |AB| - |BD|;

8) Twierdzenie o dwusiecznej. Jesli prosta CD jest




dwusieczng kata ACB w trojkacie ABC i punkt D lezy
laDl_ lacl

na boku AB, to — =

|BD|  |BC|
10. Wzér na pole tréjkata P = %a -b - siny
11. Twierdzenie sinuséw.
12. Twierdzenie cosinuséw i twierdzenie odwrotne
do twierdzenia Pitagorasa.
Twierdzenia, dowody — zakres rozszerzony
1. Dowdd kombinatoryczny tozsamosci:
jeslio<k<n,to

n n—1 n—1
(k)_<k—1>+< K )

2. Wz6r dwumianowy Newtona. Wzory skroconego
mnozenia na a" + b" (przy odpowiednich
zatozeniach o n) oraz jako wniosek: dla liczb
catkowitych aib,(a—b)| a"-b".

3. Wzory Viete’a.
4. Wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy katéw.

5. Twierdzenia o istnieniu niektérych punktéw
szczegoblnych trojkata:

a) symetralne bokdw troéjkata przecinajg sie w
jednym punkcie i (jako wniosek) proste zawierajace
wysokosci tréjkata przecinajg sie w jednym
punkcie,

b) sSrodkowe tréjkata przecinajg sie w jednym
punkcie.

6. Twierdzenie o czworokgcie wpisanym w okrag.
Czworokat wypukty ABCD mozna wpisa¢ w okrag
wtedy i tylko wtedy, gdy

|£BAD| + |£BCD| = |£ABC| + | £ADC| = 180°;
7. Twierdzenie o czworokgcie opisanym na okregu.
W czworokat wypukty mozna wpisac okrag wtedy
i tylko wtedy, gdy |AB| + |CD| = |AD| + | BC|;

8. Twierdzenie o prostej prostopadtej do
ptaszczyzny. Dane sg proste k, [ i m lezgce na jednej
ptaszczyznie. Jesli proste ki | przecinajg sie i prosta
n jest do nich prostopadta, to prosta n jest takze
prostopadta do prostej m.

9. Twierdzenie o trzech prostopadtych. Prosta k
przecina ptaszczyzne Pi nie jest do nigj

dwusieczng kata ACB w trojkacie ABC i punkt D lezy

AD AC
na boku AB, to 14D| _ c|
|BD| ~ |BC|

9) Wz6r na pole trojkata P = %a ‘b - siny

10) Twierdzenie cosinuséw i twierdzenie odwrotne
do twierdzenia Pitagorasa.
Twierdzenia, dowody — zakres rozszerzony:
1) Dowdd kombinatoryczny tozsamosci:
jeslio<k<n,to
n n—1 n—1

(k):<k—1>+< K )
2) Wz6r dwumianowy Newtona. Wzory skréconego
mnozenia na a” + b" (przy odpowiednich
zatozeniach o n) oraz jako wniosek: dla liczb
catkowitychaib, (a—b)| a"—b".
3) Twierdzenie o dzieleniu z resztg wielomianu
przez dwumian postaci x — a wraz ze wzorami
rekurencyjnymi na wspotczynniki ilorazu i reszte
(algorytm Hornera) — dowéd mozna przeprowadzic
w szczegblnym przypadku, np. dla wielomianu
czwartego stopnia.
4) Wzory Viete'a;
5) Wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw;
6) Twierdzenie sinuséw;
7) Twierdzenia o istnieniu niektérych punktéw
szczegdblnych trojkata:
a) symetralne bokéw tréjkata przecinajg sie
w jednym punkcie i (jako wniosek) proste
zawierajgce wysokosci trdjkata przecinajg sie
w jednym punkcie,
b) Srodkowe tréjkata przecinajg sie w jednym
punkcie;
8) Twierdzenie o czworokacie wpisanym w okrag.
Czworokat wypukty ABCD mozna wpisa¢ w okrag
wtedy i tylko wtedy, gdy
|£BAD| + |£BCD| = [£ABC| + | £ADC| = 180°;
9) Twierdzenie o czworokgcie opisanym na okregu.
W czworokat wypukty mozna wpisac okrag wtedy
i tylko wtedy, gdy |AB| + |CD| = |AD| + | BC|;
10) Twierdzenie o prostej prostopadtej do
ptaszczyzny. Dane sg proste k, | i m lezgce na jednej
ptaszczyznie. Jesli proste ki I majg doktadnie jeden
punkt wspdlny i prosta n jest do nich prostopadta,
to prosta n jest takze prostopadta do prostej m;
11) Twierdzenie o trzech prostopadtych. Prosta k
przecina ptaszczyzne P i nie jest do niej




prostopadta. Prosta / jest rzutem prostokgtnym prostopadta. Prosta / jest rzutem prostokgtnym
prostej k na ptaszczyzne P. Prosta m lezy na prostej k na ptaszczyzne P. Prosta m lezy na
ptaszczyznie P. Wéwczas proste kim sg ptaszczyznie P. Wéwczas proste ki m sg
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy proste /i m sg | prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy proste /i m sa
prostopadte. prostopadte.




